Université 20/8/55 Skikda 2" Année licence TC
Département Informatique Théorie des langages

Chapitre IV : Les automates d’états finis et les langages réguliers

I- Introduction : un automate d’états fini est la machine reconnaissant des langages

réguliers de type 3, il est caractérisé par :
e Un ruban en entrée fini.

e Latéte est une téte de lecture seulement qui se déplace uniquement vers la droite
d’une case a la fois.

Unité de
Commande

II-  Définitions :
1- Définition formelle :

Un automate a états fini est une machine abstraite définie par le quintuplet
(V,Q, q0, F,d) tel que :
— V est ’ensemble des symboles formant les mots en entrée (1’alphabet du mot a
reconnaitre);
— Qest’ensemble des états possibles ;
— g0 est I’état initial ;
— F est I’ensemble des états finaux (F # @ , F € Q). F représente I’ensemble des
¢états d’acceptation,;
— 6 est une fonction de transition qui permet de passer d’un état a un autre selon
I’entrée en cours :
> §:Qx (XU {e})—2°
» 6(qi,a)={qjl, ..., qjk} ou @ (@ signifie que la configuration n’est pas prise
en charge)

2- Représentation d’un AEF -

II existe 3 manieres pour représenter un AEF :

=  Par sa définition formelle en précisant les 5 parametres et en particulier la
fonction &

= Par la table des valeurs de § représentée par une matrice ou les lignes sont
les états et les colonnes sont les caracteéres de V. En précisant 1’état initial et
les états finaux.

= Par un graphe de transitions ou les sommets représentent les états, les
fleches représentent les transitions étiquetées par les caractéres lus. On
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précise I’état initial par le symbole « —» entrant et les états finaux par 2
cercles.

Exemple :

1- Représentation par la définition formelle :
A=({a,b},{0,1},0,{1}, §) avec :
§(0,2=0 6(0,b) =1 & (1,b)=1

2- Représentation par table des valeurs :

actére a b
Etat
—0 0 1

/ 1

3- Représentation par graphe :

3- Langage reconnu par un AEF :
¢ Un mot est accepté par un AEF si, aprés avoir lu tout le mot, I’automate se
trouve dans un état final (qf € F). En d’autres termes, un mot est rejeté par
un AEF dans deux cas :
— L’automate est dans 1’état q;, I’entrée courante étant a et la transition
6(q;, a) n’existe pas (on dit que I’automate est blogue) :
— L’automate arrive a lire tout le mot mais 1’état de sortie n’est pas un
état final.

% Le langage reconnu par un AEF « A » est I’ensemble des mots reconnus par
A:L(A)={w/6(q0,w)€E F}
¢ Le langage L est régulier s’il est accepté par un automate d’états fini.

III-  Automate d’états fini et grammaire réguliere :
Théoréme : un langage reconnu par un AEF est engendré par une grammaire de
type 3 et réciproquement.

1- Passage d’un AEF a une grammaire de type 3 : soit A= (V,Q, q0, F,d) il
existe une grammaire de type 3 tel que: L(A)=L(G), G est déterminée
comme suit :
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IV-

G=(V,Q,q0,R) donc V1=V et Vx=Q et S=q0 et R est défini comme suit :
- Sié(g,x)=q" alors q— xq' €R

- Siq€F alors q—¢€R

- Sie€eL(A) alorsonajoute q0 — & € R

2- Passage d’une grammaire de type 3 a un automate d’états fini: soit
G=(V1,VN,S,R) de type 3, il existe un automate d’états fini A tel que
L(G)=L(A). A est déterminé comme suit :

L] V:VT
e Q=Vy UF
e q0=S

e Jestdéfinie par:
—SiA—>aB € R alors§(A,a) =B
— Si A >a €R alors§(A,a) =X et X € F (un nouvel état
final)
e F={X/ 64 a)=X}
e Sie¢ € L(Q) alors I’état initial est aussi final.

Automate fini non déterministe :

1-

Définition : un automate fini non déterministe AFN est le quintuplet
(V.Q,LF, §) tel que :

V est I’ensemble des symboles formant les mots en entrée (1’alphabet du mot a
reconnaitre);

I € Q est I’ensemble des états initiaux ;

F est I’ensemble des états finaux

é est une fonction de transition qui permet de passer d’un état a un autre selon
I’entrée en cours :

> §:Qx (VU {e}) > PQ)

» 4(qi,a)={qjl, ..., gk}

Exemplel :
b
A b
—ql q1,92,93 /
-q2 q3 /

Fonctionnement et langage reconnu par un AFN :

» Soit A=(V,Q,LLF,8) on définit la fonction de transition itérée sur cet
automate : § *: P(Q) X V* — P(Q) par :
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X siw=¢
5+ (X,w) = U 5(q,x) pourw = wlx
qed*(X,w0)

» Le langage reconnu par un AFN est définit par :
LA ={w/wEeVx et(qgw)r-Xavecq€eletXNF +0Q}

Exemple : fonctionnement de I’automate précédent sur le mot ab a partir de q1 :

§*(ql,ab) = § * (6(q1,a),b) = 6 * ({q1,q92,q3},b)
=6x*(6(ql,b)ué(q2,b)8(q3,b),e) =6 (B vBU {q3},¢) = {q3}

IZmot a été lu BntierZmBnt Bt on tBrminavic un PnsEimblE qui contifint un état final donc
IBmot ab Bt rfconnu par I'automatfl

Exemple 2 : soit ’AFN suivant, est-ce que les mots aab, aa, aba sont reconnus par
cet AFN ?

1- aab

8 * (q0,aab) = 6 * (6(q0,a),ab) = & * ({q0,q1},ab) = § x (6({q0,q1}a), b)
=8 ({q0,q1},b) = 6 = (6(q0,b) v 6(q1,b),€) = {q2,93}

IZlmot a été lu BntierZmPBnt Pt on tBrminPavEc un PnsPimblF qui contifint un état final donc
IZlmot aab Bst rfconnu par l'automatfl
2- aa
8+ (q0,aa) = 6+ (6(q0,a),a) = 6 * ({q0,q1},a) = 6 * ({q0,q1},a) = {q0,q1}
IZlmot a été lu BntierZmPBnt Pt on tBrminPlavEc un PnsPimblE qui nfcontilht pas
un état final donc I@mot aa n'@st pas rBconnu par l'automat
3- aba

8 x (q0,aba) = 6 * (6(q0,a),ba) = & = ({q0,q1}, ba) = & * (6({q0, q13}b), @)
= * ({q2,q1},a) = automate bloqué

I@mot n'a pas été lu EntierZmPBnt 1'automatl st bloqué
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IBmot aba n'Bst pas rBconnu par 'automatfl

Théoréme : a tout automate non déterministe correspond un automate déterministe
¢quivalent.

3- Algorithme de déterminisation :
Données : A=(V,Q,LF, §) non déterministe.
Résultat : A’=(V,Q’,q0,F’, §") déterministe équivalent.
Méthode : construire une suite croissante de fonctions de transition &8’y sur des
ensembles d’états Q’x inclus dans P(Q) en partant de :

8'o= Qet Qo= {I} puisenposant:
0 i1=6 U{X,x,6( X,x));XeQetx eV}

Q'vi=Q'xu Uer,XeQrk{a(X» x)}
Ou &8 (X, x) = Ugex 6(q,x)
- Arréter construction lorsque Q1= Q'
- L’automate déterministe est :

A’=(V, Q'k, I, F°, 6'k+1 ) tel que :

F’ ={XeQ'k/Xm Fx O}
- Ala fin on renomme les états.

Exemple 3 : construire I’AFD correspondant a I’AFN de I’exemple 1.

8'0o= QetQ'o=1{{ql q2}}

8'1=0u{({ql,q2},a, 8 ({q1,q2},@)), ({q1,q2},b,8 ({q1,q2}, b))}

8'1={ ({q1.92},a,{q1,42,q3}) , ({q1,q2},b,D)}

Q,=Q v { ?,{q1,q2, q3}}

6= 81V { ({q1,92,93}, a, {q1,92,q3}),
({qa1,92,q3},b,{q3}),(D,a,0), (D, b, D)}.

Q:=Q1u{{q3}}
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8,3 = 8,1 U { ({q3} sa, Q)a ({(]3}, b, {q3}) }
Q’3 = le (O @
- L’automate déterministe est :

A=V, Q'5, {q1,q2}, ¥°,d'3) tel que :

F> = {{q1,92,93}, {q3} }
- On renomme les états :
{q1,q2} devient q0 {q1,92,93} devient q1
{q3} devient q3 @ devient q2 cet état est appelé état puits

Exemple 4 : construire I’AFD correspondant a I’AFN suivant :

A
(=)

8'o= Qet Qo= {{q0}}
8'1={ ({q0},a,{q0,q1}) , ({q0},b,{q2})}
Q'=Q'yu{ {q0,q1},{q2}}
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8= 610 { ({4091}, a, {q0,q1}),
({q0,q1},b,{q1,q2}),({q2},a,D) , ({92}, b, D)}.
Q,2= Qll v {{ql,q2}, 0) }
83= 810U { ({ql,q2},a, D), ({q1,q2},b,{q1,q2}) }.
Q,3 = le X0
- L’automate déterministe est :
A’=(V, Q'3 {q0}, F,6'3) tel que : F’ = { {q1,q2}, {q2} }
- On renomme les états :
{q0} devient q0 {q0,q1 } devient q2
{q2} devient q1 {q 1,q 2} devient q3

@ devient g4 etat puits qu’on peut supprimer.

On peut aussi représenter I’exécution de 1’algorithme par un tableau :

a b
Etapel {q0} {q0,q1} {qZ}
Etape 2 (4091} {9091} {q1,q2}
Etape (@) 0 0
Etape 4 {q1, q2} 0) {q1, q2}
Etape 5 arrét il n’y a 1) 1) 1)
pas de nouveaux ¢états
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V- Minimisation d’un AEF déterministe
D’une maniére générale, moins un automate contient d’états, moins il prendra du temps a
reconnaitre un mot. De plus, il prendra moins d’espace en mémoire s’il est question de le
sauvegarder. Il est donc logique de vouloir minimiser ce temps en essayant de réduire le
nombre d’états. La minimisation s’effectue en éliminant les états dits inaccessibles et en
fusionnant les états reconnaissant le méme langage.
1- _Les états inaccessibles
Définition : Un état est dit inaccessible s’il n’existe aucun chemin permettant de 1’atteindre a
partir de 1’état initial. Les états inaccessibles sont improductifs, c’est-a-dire qu’ils ne
participeront jamais a la reconnaissance d’un mot. Ainsi, la premicre étape de minimisation
d’un AEF consiste a éliminer ces états.
Algorithme de suppression des états inaccessibles :
Soit : A=(V,Q, qo.F, §) , construire une suite d’états Qop, Q; ,... en partant de
Qo={qo} et en posant: Qx;=Qx U {6(q,a)/ q € Qxta€V } arréter lorsque
Qi+1=Qx le résultat est A’=(V,Qx,q0,F’, §).

2- Minimiser un AEF

La méthode de réduction d’un AEF est la suivante :

1. ’automate doit étre déterministe.

2. Nettoyer I’automate en ¢liminant les états inaccessibles ;

3. Regrouper les états congruents (appartenant a la méme classe d’équivalence).

Algorithme : Regroupement des états équivalents

Dans cet algorithme, chaque classe d’équivalence représentera un état dans [’automate
minimal. Cet algorithme ne peut s’appliquer que si ’automate est déterministe.

1- Faire deux classes : A contenant les états finaux et B contenant les états non
finaux ;

2- S’il existe un symbole a et deux états qi et qj d’'une méme classe tel que §(qi,a)
et &(qj,a) n’appartiennent pas a la méme classe, alors créer une nouvelle classe
et séparer qi et qj. On laisse dans la méme classe tous les états qui donnent un
état d’arrivée dans la méme classe ;
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3-

Recommencer I’étape 2 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de classes a séparer ;

A la fin de ’algorithme les paramétres de I’automate minimal sont les suivants :

Chaque classe d’équivalence est un état de I’automate minimal ;

La classe qui contient I’ancien état initial devient 1’état initial de I’automate
minimal ;

Toute classe contenant un état final devient un état final ;

La fonction de transition est définie comme suit : soient A une classe
d’équivalence obtenue, a un symbole de I’alphabet et gi un état € A tel que §(qi,
a) est définie. La transition & (A, a) est égale a la classe B qui contient I’état qj
tel que 6 (qi, a) = qj.

Exemple :

1- L’automate est déterministe :
VxeVet Vg €e0|8(q,x)| =1

2- Les états inaccessibles :

Qo={qo}

Q1=Qo U {6(q0,%), 6(qo,¥)} = {q0 ,q1 ,q4 }

Q2=Qi1 U {(q1,x), 8(q1,¥), 6(q4,x), 6(q4,¥)} = {q0,91,94,43, q5 }

Q3 =Q2U {(g3,x), 8(g3,¥), 6(gs,x), 5(gs,¥)} = {90,491, 94,93,95, 92 }
Qs=Q3 U {(q2,%),8(q2,)} = {q0,q1,94,43,95, 42 }= Qs Arrét
L’état q6 est inaccessible il sera supprimé de I’automate

YV YV VY VY
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3- Calcul de I’automate minimal 4,,;, :
a. Faire deux classes : A contenant les états finaux et B contenant les
¢tats non finaux A=|[q0, ql | B=[q2,93,94,95 ]

b. On teste la classe A
6(qo,x) =q1 6(ql,x) = ql résultat méme état
6(qo,y) =q4 6(quy) =q3
résultat des états qui sont de la méme classe
Donc la classe A n’est pas modifiée.

- On teste la classe B
6(q2,x) =q2 5(q3,x) =q4
6(qs,x) = q3 6(gs,x) = q5 résultats méme classe
6(q2y) =q1 6(q3,x) =q2
6(q+x) =q5 8(qsx) =q0
résultats classes dif férentes
la classe B sera divisée en 2 classes [q2, q5 ] [q3,q4]

On répete avec les 3 classes obtenues et on trouvera aucun changement alors
I’algorithme s’arréte.

On obtient un automate minimal avec 3 états (les classes d’équivalence) , 1’état
initial est aussi I’état final.
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Propriete de cloture (fermeture) :

Soit L1 un langage reconnu par A1=(V,Q1, qo1,F1, 61)

et soit L2 un langage reconnu par A2=(V,Q2, qg,,F2, §2) :

1. L1+L2 est reconnu par A=(V, Q1X Q2, (qo1, 9o2), F1XQ2 U Q1 XF2, §) tel
que :
d =61x% 62
6:(Q1x Q2)xV->(Qlx Q2)
5((q1, q2),x) = (61(q1,x),62(q2,x))

2. L1NL2 est reconnu par A=(V, Q1X Q2, (qo1, 902), F1X F2, 61 X §2)

3. L1 (complément) est reconnu par A=(V, Q1, qo1, Q1-F1, 61)
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